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RCumk-On prksente une solution analytique pour les distributions de tempkrature et de concentration 
de l’humiditt dans un corps unidiiensionnel (plaque, cylindre oti sphkre) pour des conditions aux 

Iimites g&kalis&es. 

ok{<, s) = 7 O(l, Fo) eFsFo dFo, 
0 

NOTATIONS 

coordonbe sans dimensions ; 
nombre de Fourier ; 
temperature relative du corps de coordonnee 5 a l’instant Fo ; 
concentration de l’humidite relative du corps de coordonnee 5 
a I’instant Fo ; 
facteur de forme respectivement Cgal a 0, 1 et 2 pour la plaque, 
le cylindre et la sphere ; 
nombre modifie de Kossovitch; 
nombre de Luikov ; 
nombre de Posnov ; 
con&antes connues ; 
fonctions connues, born&es et integrables; 
fonctions definies dans 1’Appendice ; 

transform&e de Laplace. 

1. INTRODUCTION 

UN SYST&ME d’equations aux d&iv&es partielles pour les distributions de temperature et de 
concentrationdel’humidite transitoires dans un corps poreux et capillaireest donne par Luikov [ 1,2]. 
Les solutions de ce systbme pour differentes conditions a la limite sont exposees dans (31. 

Dans le present article, nous exposerons une solution generale du probleme pose. 
Comme nous l’avons deja indique en [4], les modGles ma~~matiques pour la propagation de la 

chaleur et de l’humiditt donnees par Luikov [ 1,2] et par Krischer [S, 61 sont pratiquement t?quiva- 
lents. La solution que nous proposons est done applicable pour les deux cas. 

Considerons les equations de Luikov [ 31 

d2f3,(& Fo) + E &I,(& Fo) 852 5 at 1 - (2) 
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Au moment initial les distributions de la temperature relative et de la concentration relative 
de l’humidite sont don&es par les conditions 

M&O) = 0 (k = 1,2). (3) 

En raison de la symetrie on a : 

a&Jo, Fo) 
a< =O (k = 1,2). 

Les conditions aux limites du corps peuvent etre genbralisees comme suit : 

Wl, Fo) 
k4 at = $dFo) (k = 1,2) (5) 

oti K,,(k = 1,2 ; m = 1, 2, 3,4) sont des constantes don&es et cp,(Fo) sont des fonctions connues, 
bornees et indgrables. Les conditions a la limite present&es en [3] peuvent &re trouvees facilement 
a partir de (5). 

Le probleme a resoudre est : Trouver les fonctions O,(<, Fo) et O,(<, Fo) satisfaisant aux equations 
de Luikov (1) et (2) et aux conditions (3)<5). 

2. SOLUTION DU PROBLkME 

En admettant que &({, Fo) sont les distributions de la temperature relative et de la concentration 
relative de l’humidite, des valeurs nulles a l’instant initial, les equations (1) et (2) devient en 
transform&es de Laplace 

(6) 

(7) 

Nous essaierons de satisfaire le systbme (6)-(7) par l’expression 

81(55 s, = i c14r[uii (Js) tl (8) 
i=l 

oh Ui et Ci sont des constantes inconnues. 
Certaines proprietes de la fonction 4r(x) sont indiquees dans 1’Appendice. 
En portant l’expression (8) dans (6) on trouve 

2 

f32(5,4 = $-$ 

c 

w,’ - 1) h-bii (J4 51 
i=l 

d’oh on obtient, en utilisant (7), 

2 Ci+rl.uii (Js) 51 bf - 
i=l 

( 1+ Ko*Pn+ & 
1 I 

IIf +& = 0. 

(9) 

(10) 
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La condition (10) est remplie si 

+; l+Ko*Pn+~)+(-l)‘J[(l+Ko*Pn+LJ-~]} K (i=1,2). (11) 

Un tableau des valeurs de uI et u2 en fonction de Ko*Pn et Lu est donne dans la reference [3]. 
Les equations (4) et (5) deviennent, en transformtes de Laplace, 

&(O, s) = 0 (k = 1,2) (12) 

K,,W, s) + &&l, s) + KJJl(l, s) + K&(l, s) = G%(s). (13) 

La condition (12) est automatiquemant remplie. 
En posant 5 = 1 dans (8) et (9) et leurs d&iv&es et en portant les expressions trouvees dans (13) on a : 

itI CALi = @k(S) (k = 192) (14) 

Oil 

Alors aprbs la determination des constantes C1 et Cz de (14) et en portant ces rescltats dans (8) 
et (9), on obtient : 

B (5, s) K(s) = h-[&h 51 
1 44 Qz I(S) 

Ko*b(tl, 4 
_ h(s) (vf - 1) 4Jhi(Js) 51 

4s) Qz l(s) 

h-[&/s) (1 + CPA4 QII(4 
I -I 

Q,,(s) 
Qzz(s) 4s) dr[uIi(,/4 51 d+[ud(,/4 51 

(16) 

(4 - 1) h-[&/s) tl 
a 2b) 

+ CPA4 Q&) Q&) 
44 (uf - 1) d+[uIi(Js) 51 (4 - 1) d+[ud(Js) 51 (17) 

Oh 

A(s) = 
Q&) &z(s) 

&,1(s) Qzk) 
(18) 

On deduit par inversion les distributions de la temperature relative et de la concentration relative 
de l’humidite 

FO m FO 

+ 41 s q;(Fo - Fo*)dFo* - 2 d+hP”5) 4Awnr) 
z QzI(P,,) Qzz(P,) 

q&(Fo - Fo*) 
0 

c I 
#I=1 

IS 
0 
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+ exp (-pzFo*) dFo* + cpz(0) { B,, - 

x 

s 
&(Fo - Fo*) exp ( - pjfFo*) dFo* 

0 

(19) 

FO s cp;(Fo - 
1 c0 

+ 41 Fo*) dFo* - - 
2 (4 - 1) hhP”5) @I - 1) cbA~zP,<~, c I - 

KO* P.‘li/n Qa*(A.) Q22(~) 
0 ?I=1 

FIl 

X 

s 
rp;(Fo - Fo*)exp(-&Fo*) dFo* + &Of 

0 PI=1 

QI Aill,) Q12(pn) 
x (4 - 1)~~~~~~~ (4 - l)~~(~~~~~) 

/elp(-il:Fo))+ B22 [q;(Fo - Fo*)dFo* 

1 or2 
FO 

2 QIIW .._ 

KO* C-l 

Q12(/4 

n=l p,“$, (vi - l)~r(u&) (?I$ - l)i#+&/i”<) IS cpi2(Fo - F”*)exp(-~C1,2Fo*)dFo* 
0 

(20) 

Oil 

Q&d = K,l + SK t21) 

v; - v: 
9% = I(o* 

Ko*Kll - &, K13 
Ko”K2, - K22 K23 
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K11 Kl2 

I I 

&hP”) - ~AVZP”) 

+ K21 K,, v+----- 
Vi4wA 

4 
vrOwtl) 
- 

UlPL, ~z!Jn 

d 

+ G 

K,, + (1 - OK14 Kl, 

K22 + (1 - r) Kz4 K,, 

p, sont les racines de l’kquation 

(0: - ?I;, El1 
21 

+ & Kl2 

Lu K22 

El2 &-hP”) &-+2P”) + @I - 
22 

23 I I 21 K24 v;‘- 
VlP” 

0: 

VlP” VZP” VZP” 

+ PZ II Ko*Kll - Kl2 K13 K,, + PnK,, K14 
&@w”) &+2PL,) 

Ko*Kzl - K,, I I K,, - K,, + PnK,, Kz4 
WW”) 

vf- VZ 
VAv,p, = 0. 

___ 
VlP” V2Pn 

Si now avons la condition : KII KIZ I I &I K,, = 0, 
les Cquations (22) donnant BI1, B12, BzI, B,, s’kriront 

1019 

(23) 

(24) 

(25) 

Bll = P K22Fo +2cr + II 
[ 

’ {ti21 ;;I +l;;;p::K(,10 ,ff”: 2K241 1 - K22BP] 

(26) 

B,, = P 
[ 

-K,,Fo + 2(r: 1J (r’l;” :;I + I;;,‘,:“;;,,, :;; ‘,,‘i) + KlzQP] 

(27) 

B,, = P 
[ 
-K,,Fo + 

1 

r I ” F2, Ko*Pn + (l/Lu) I I + -Pn 1 

2(r + 1) K 22 K2, + 2K23 K22 + 2K24 II 
+ K,,QP 1 W-4 

1 

2(r + 1) I I 

p ;;I hpn + (l,Lu) + 
I I 

KII + SKI, ;I, + 2K14 
-Pn Ii 

-KI IQP 1 (29) 



M. D. MIKHAILOV 

+ [l + Ko”Pn + (l/Lu)lZK,, 

r + 3 /K,, :::/I (31) 

Le solution trouvke ci-dessus n’a pas de sens lorsque : 

Ko*K,, - K,, K,, + PnK,, 

Ko*K,, - K,, K,, + PnK,, I+$:: :::I=0 
(32) 

Si K,, = K12 = K,, = K,, = 0, c’est-A dire si les conditions (25) et (32) sont remplies. les 
expressions (16) et (17) prennent la forme 

fw, s) = - 
1 1 

~rbl&/S) (1 hb2i(Jd 51 
q Cs) MJi u,i(Js) I/,[~,+1 

K,4 ’ 

K 
Ko*K,, + (uf - 1) K,, Ko*K,, + (u; - 1) K,, 

24 

Ko*K,, + (uf - l)K,, Ko*K,, + (u; - l)K,, 

+ cp2b9 &b,~(Js) 51 d+bzi(Js) <I 
&/4 v,bliJT u,i(Js) I/,b,~Jsl 

(33) 

(4 - 1) d+bAJs)tl (UT - 1) 4rhQh g 

Ko*0,(5, s) = 
fQ(&) T/,b,qhl 

Ko*K,, + (Uf - 1)K24 fh*K23 + (uz - l)K24 

Ko*K,, + (II; - 1) K,, KO*K,, + (U; - 1) K,, 

(4 - 1) d+[uzi(Js) 51 
u&h) I/,b,k/~l 

(34) 

On obtient par inversion l’expression des distributions de la tempkrature relative et de la con- 
centration relative de l’humiditk 

b(LFo) = 
1 

K 

13 KI4 

I I 

(r + 1) LuFo Ko*K,, + 

K K24 23 

( Kb*Pn + ;; 
1 1 K24 
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n=l i=l 

cp;(Fo - Fo*) dFo* - exp[ -p~LuvfFo*] &(Fo - Fo*) dFo* 

- ;,,,{,, + 1)LuFo [Ko_:. :iKo*Pn + &jK14] - ;(G - t2)K,, 

co 2 

- 

cc 

g, WAP”5) 
- exp[ - p~Lu$Fo] 

lz PL,24r(cLn) 
n=l i= 1 

-(r+l)Lu[Ko*K,,+ (Ko*Pn+;)K14] 

Fo 

+ 

s 
cp;(Fo - Fo*) Fo* dFo* $ - 

0 

;(s - t2) K141.;(Fo - Fo*)dFo* 

cp;(Fo - Fo*) exp[ -,u~Luv?Fo*] dFo* (35) 

e,tt, Fo) = (r + 1) LuFo[K,, + PnK,,] - 

00 2 

- 

cc 

s2, w&e) 
_&F. 

n=l i=l 

2q&fjJ*eXP 27; ( )I 

- (r + 1) b&2, + PnK,,) 

FO 

X 

;: 

q;(Fo-Fo*)Fo*dfo”t;(~-(‘)K,,pp;lFo-Fo*)dFo* 

0 

+rR s$i$$$$[ ( $ *)dFo* cp;(Fo - Fo*) eltp - T FO 

II=1 i=l 0 

+ cp2(0) (r + 1) LuFo(Kl, + PnK,,) - - :(~-~~)K’.-f:i:S:i~~~arl 

It=1 i=l 
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x exp + (r + 1) Lu(K,, + PnK,,) 
s 

cp;(Fo - Fo”). Fo* dFo* 

Oil 

X 

s 

cpi(Fo - Fo*) exp (- $ Fo*) dFo*]] (36) 

0 

s’. = 5% {Ko*K,, + (uf - 1) K,,} kt (k = 42) (37) 

pi = (-1)’ z {(u; - 1) K,, - PnK,,} 
2’1 - u2 

(k = 1,2) 

et ou p, sont les racines de l’equation 

W&) = 0 (39) 

3. CONCLUSION 

Comparant les conditions a la limite gtneralisees (5) avec les conditions Ctudites en [3] on peut 
facilement determiner K,, et obtenir immCdiatement les solutions recherchees. Si Ko* = 0, oti 
bien In = 0, en passant a la limite conformement a [3] on obtient tous les cas classiques de la 
theorie de la conduction de la chaleur. 
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APPENDIX 

Dans [7], on a introduit les fonctions suivantes : 

‘Ax)=1-2(&)+2.4(~+X:)(~+3)- 

x6 

2.4.6(r+l)(r+3)(r+5)+“’ 
cc 

c (-1)” ?? 
= 

&)!!(r + 2n - l)!! 
(1) 
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VAX) = 2- - x3 x5 
r+ 1 2(r+ l)(r+3)+2.4(r+ l)(r+3)(r+5)-“’ 

m 

c (l+)” xZn+l 
= 

&I)!! (r + 2n + l)!!’ (2) 

?I=0 

Le grand avantage de ces fonctions est prtcisement qu’elles permettent de resoudre en mtme 
temps les problemes de la plaque (r = 0), du cylindre (r = 1) et de la sphere (r = 2). Pour r = 0, 
et 2 nous obtenons les series de fonctions gentralement adoptees, qui definissent les fonctions 
trigonomttriques et celles de Bessel : 

q%o(x) = cos x ; V,(x) = sin x ; A(4 = 6(4; V,(x) = q(x); 

v,(x) = 
sinx - xcosx 

x2 (3) 

Nous voyons que : 

dd&) -_ = 
dx 

- V,(x). 

Admettons qu’il existe la formule : 

oh b est une constante qui n’est pas encore deiinie. Pour la defmir, nous portons dans (5) les series 
(1) et (2). Apres l’egalisation des coefficients nous obtenons b = -r et la formule (5) prend son 
aspect detinitif 

T = C#+(x) - ; Vr(x). (6) 

A l’aide de (6), nous obtenons facilement les formules suivantes : 

-& [XVJX)] = x&(x) + (1 - I-) VAX) (7) 

-& [xq.(x)] = xr&(x) 

d VAX) 

[ 1 x&(x) - (r + 1) VAX) --= 
dx x X2 

(8) 

(9) 

Abstract-An analytical solution for temperature and humidity concentration distributions in an uni- 
dimensional body (plate, cylinder or sphere) is presented for generalized boundary conditions. 
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Zusammenfassung-Fiir die Temperatur- und Feuchtigkeitsverteilung in e&m eindimensionalen kijrpcr 
(Platte, Zylinder oder Kugel) wird eine Liisung fiir verallgemeinerte Randbedingungen angegeben. 

AIiEOTaqaJr-npeJJCTaBJIeH0 aHanHTaYecKOe peIIIeHne pacnpeneneHIIa TeMnepaTypbI, Borax- 
HOCTH I4 KOHW?HTpa~EiM B ORHOMepHOM TeJK? (IIJIaCTHHa, ~EUIllHRp HJII4 C@epa) “p&4 0606weKHbIx 

rpaHM=IHbIX J’CJIOBllHX. 


