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Résumé—On présente une solution analytique pour les distributions de température et de concentration
de '’humidité dans un corps unidimensionnel (plaque, cylindre o sphére) pour des conditions aux
limites généralisées.

NOTATIONS

¢, coordonée sans dimensions ;

Fo, nombre de Fourier;

8,(¢, Fo), température relative du corps de coordonnée & 4 I'instant Fo;

8,(¢, Fo), concentration de ’humidité relative du corps de coordonnée ¢
a l'instant Fo;

r, facteur de forme respectivement égal 4 0, 1 et 2 pour la plaque,
le cylindre et la spheére;

Ko*, nombre modifié de Kossovitch;

Lu, nombre de Luikov;

Pn, nombre de Posnov;

K constantes connues;

@ (Fo), fonctions connues, bornées et intégrables;

dr{x), V{x), fonctions définies dans I’Appendice ;

ByE.s) = | B¢ Foye > dFo, transformée de Laplace.
0

1. INTRODUCTION

UN sysTBME d’équations aux dérivées partielles pour les distributions de température et de
concentration de’humidité transitoires dans un corps poreux et capillaire est donné par Luikov [ 1,2].
Les solutions de ce systéme pour différentes conditions 4 la limite sont exposées dans [3].

Dans le présent article, nous exposerons une solution générale du probléme posé.

Comme nous I'avons déja indiqué en [4], les modéles mathématiques pour la propagation de la
chaleur et de ’humidité données par Luikov [1, 2] et par Krischer [5, 6] sont pratiquement équiva-
lents. La solution que nous proposons est donc applicable pour les deux cas.

Considérons les équations de Luikov [3]

961(&, Fo) _ 8°64((, Fo) | I'96,(¢, Fo) Ko+ 2025 Fo) )
8Fo &2 & O oFo
362, Fo) . [8%0,(¢ Fo) | T 80,(¢, Fo)] [626,(5, Fo) T30, Fo)]
m@FO = Lu I: 662 +E aé — LuPn "'-——-——aéz +E"haé . (2)
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Au moment initial les distributions de la température relative et de la concentration relative
de I’humidité sont données par les conditions

060 =0 (k=12 3)
En raison de la symétrie on a:
—6-6—’%0%1:—0) =0 k= 1,2). 4)

Les conditions aux limites du corps peuvent étre généralisées comme suit :

004(1, Fo) . 90s(1, Fo)

Kklol(l, FO) + Kkzez(l, FO) + KksT k4T

=@yFo) (k=12) (3)

ou K, (k=1,2;m=1, 2,3, 4) sont des constantes données et ¢,(Fo) sont des fonctions connues,
bornées et intégrables. Les conditions a la limite présentées en [3] peuvent étre trouvées facilement
a partir de (5).

Le probléme a résoudre est : Trouver les fonctions 8,(&, Fo) et 0,(Z, Fo) satisfaisant aux équations
de Luikov (1) et (2) et aux conditions (3)H5).

2. SOLUTION DU PROBLEME
En admettant que 6,(¢, Fo) sont les distributions de la température relative et de la concentration
relative de I’humidité, des valeurs nulles a Pinstant initial, les équations (1) et (2) devient en
transformées de Laplace

s0,(¢,5) = B1(&, 5) + gg’l(f, s) — sKo*B,(&, ) (6)
r r,
s0,(¢,s) = Lu [9’2'(4‘, s) + Eg’z(é, S)] — LuPn [9’1’(5, s) + 291(6, S)]- (N

Nous essaierons de satisfaire le systéme (6)+(7) par I’expression

0,69 = 3, Cudrloi(/9)2] ®

ol v; et C; sont des constantes inconnues.
Certaines propriétés de la fonction ¢ {x) sont indiquées dans I’Appendice.
En portant I’expression (8) dans (6) on trouve

92(69 S) =

2
z Civ} — 1) ¢rlvi (\/S) ¢] &)

i=1

1
Ko*
d’oll on obtient, en utilisant (7),

ii Cibrlvi (J9) €] {v;* _ (1 + Ko*Pn + ﬁ) 0+ flu} ~ 0. (10)
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La condition (10) est remplie si

v} = 1{(1 + Ko*Pn + 1>-+-( 1)'\/[( +K0*Pn+~1—>2—i]} i=12. (11
i 2 L Lu Lu o

Un tableau des valeurs de v, et v, en fonction de Ko*Pn et Lu est donné dans la référence [3].
Les équations (4) et (5) deviennent, en transformées de Laplace,

B0,9=0 (k=12 (12)
Ki10:(1,5) + Ki205(1,8) + K;301(1, 5) + Kpa05(1,5) = @(9). (13)

La condition (12) est automatiquemant remplie.
Enposant ¢ = 1dans(8)et(9)etleurs dérivées et en portant les expressions trouvées dans(13)ona:

2
> COU =0 (k=12 (14)

ol
_ -1 -1
Quls) = (Km + K ” Kk2> dr{viy/s) — ( K3 + K * Kk4> vi(y/5) Vi{viiy/s). (15)

Alors aprés la détermination des constantes C, et C, de (14) et en portant ces résultats dans (8)
et (9), on obtient :

B,(E,5) = ‘P1(S) ¢F[Ull(\/s) ¢l orlvyil \/S) ¢l (Pz(S) Qu(s)‘ Qu(s). (16)
A(S) Q24(5) Q22(5) A(s) ¢r[v1l(\/5) ¢] ¢r[l’2’(\/5) 4
Ko*8,(¢, 5)
(Pi(s (v} — ¢r[vll(\/s) &g @W-1 ¢r[”21(\/5) ¢]
—AE) |021() 012(s)
?2(5)|011(5) 01209 ‘ an
AGs) |01 = D) drlo1i(/s) €1 (05 — 1) ¢rlv,i(y/s) &]
ol
011(5)  Q1209)
A 0::1(5) Qails (1%)

On déduit par inversion les distributions de la température relative et de la concentration relative
de ’humidité

ol
Q.(&, Fo) = ¢4(0) {Bu - Z #.Z.l/)n

Fo )
2
+ By, S(p’l(Fo — Fo*)dFo* — >
2_:1 Ha W

0

oo 1,8)  dHv2p.)
021(us) Q22(pt)

exp (— #,.FO)}

Fo
brbund) brlvamd| [ .
0ot Oalit) j""(F"‘F"’
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Q111 Q12(t4)
Or(vy1,8)  dHvap,E)

2
Ha,

+ exp (— u2Fo*)dFo* + ¢,(0) {Blz — Z exp (—,u,?Fo)}

Fo

o0
2
+ B § S5(Fo — Fo*)dFo* —
' 0% Z luill/n

n=1

Q11 Q12(t)
A1 pnl)  Dr{v2p,E)

Fo
xj(p’z(Fo — Fo*)exp (— pu2Fo*) dFo* {19)

0

(0 — D oo md) ;-1 Or{va11,8)
Q21w Q)

exp (— u2F o)}

1 2
0,(¢, Fo) = ¢,(0) {Bzx - E;Z -

n=1

Fo

, 1N 2
+ le j@l(FO e FO*)dFO* — KO*Z#?'[//”
O

n=1

(v} — Do) (0 — 1) dr{vypad)
Qzl(ﬂn) Qo)

Fo

&
1 2
xS ¢ (Fo — Fo*)exp (— u2Fo*)dFo* + ¢,(0) {Bu ~Ko* Z Hz—l//_

n=

Fo

exp(-—ﬁfFo)}-{- B,, S(p’z(Fo — Fo® dFo*
]

Q11 Q1)
(v} — Do) (v — D) drlvapd)

X

lee] Fo
1 2 1041 Q12(1y) S / 2
e " ¢(Fo — Fo*)exp (— u;Fo*)dFo*
KO* Z ,ngl/!n (U% - 1) ¢l'(v1”né) (U% - 1) ¢I‘(02”n§) ) 2
n=1
(20
ou
v -1 v -1
Qulttn) = Kiy + T<;;'_Kk2 Ol — {Kis + Ko Kyap vittaViAO112,) (21
K;; — Ky, — Ky, Ky,
B = Ty B = L3 B = T = (22)
"KL K 7Ky Ko Ky Ki 2Ky Klz‘
K;1 Kj, K31 Kj, K, Kj; K, Kj;

KO*le - KIZ K13 Lu

Ko*K;; — K, Kjs

1
(Ko*Pn + ——)K“ ~ PnK;, Ky,

2 v
-
q‘/n - KO* [{

g

i
(KO*PH ‘+' H) K21 - PnK22 K24
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érvs ) SV, 4,

—-TI|K K w? K K
+— H 12 }(br(vwn) OHva1,) + ' Vv V(v pty)
tn Ky Ky, LulK,3; Ky, Vil - Ol
1#n 2Mn
drlvip,)  —drvau)
K K n. n
e 2 Vilvspt) 5 Vilvast)
K, Kplv it UZ—UzH—
1#n n
#_rz.{ Ki; +(1-DKyy Kyl |Kin Ky }Vr('h#n) Vi{v2ta) (23)
Lu {[Ky; + (1 =N K,y Kj; K, K, Uit Valiy

i, sont les racines de ’équation

K b |Kis Kya|Veosp)  Viluas)
2 .2 11 2) Zn 713 14 e 20
w7 =) Kzz F|brlossn) rloam) + (0] — D) 1o N AT
brlosin)  brivain) Grlvssh) - Grivasn)
21k, K /K K
+ Ilj_u K12 I(13 VI‘(Ul,un) Vr(Uzﬂn) + y‘" K " K14 Vr(vhun) 1)4 Vr(vzu")
22 23 Ul;u'n Uzﬂn n 24 Ul#n 2 Uzll,,

Ko*K;; — Ky, Kji;
Ko*K,; — K;; Kj;

Ky + PrK,; Kyg

+4i

Si nous avons la condition :

2 Vv, i) 02 Vi{vapt| = 0. 24)

1

} Orvim)  Grlvait)

2
Uy iy Uy Hp

Kll K12

= 0, (25)
Ky K

les équations (22) donnant B,,, B,,, B,,, B,, s’écriront

1 1  Ko* |Ko*Pn+ (1)Lu) —Ko* } ]
B=PKF0+———6’1K - K,,OP
H l: 22 Ar +1) { 21 K K, + 2K,; K, + 2K, 222
(26)
1 K,, K K. + 2K K., + 2K
B =P —K F 2 11 12 11 13 12 14
- [ Ty ) {é Ko*| " |Ko*Pn + (1/Lu) —Ko* + Ki2QP
(27)

Pn  Ko*Pn + (1/Lu) —Pn 1

le =P [_K21F0+

|

1 {2
Ar + 1)

K;1 Kj; K1 +2K,; Ky + 2K,
+ KZIQP:I (28)
K K K,, + 2K K, + 2K
B,, =P |K,,F 2 ("™ 11 12 11 13 12 14
22 |: 11 0+2(F+1){é

}

_K11QP] (29)

Pn  Ko*Pn + (1/Lu) —Pn 1
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ol
b r+1 %
Ko*Ky; — K;; K3+ PnKy, 1 1Ky, Ky G0
KO*K21 - K22 K23 + PnK24 Lu KZ[ K24
0= 1 1 {Ku + K3 Kiys| |, (Kis Kip+ Ky n 1 K2 Kiz
Ar + D {Lu(l" + 1) ([Kyy + Ky Kag|  |Kzz Kjy + Koy Lul + 1){|K;, K
Ky Ky }+1+ Ko*Pn+(1/Lu){Ko*K11 — Ky, K| |[Ki+ PnKy, Ky
K1 Ky Ir+3 Ko*K,; — K3, Kys| Ky + PnKyy Ky,

N [1 + Ko*Pn + (1/Lw)}K,, K. 31)
r+3 K,, K,
Le solution trouvée ci-dessus n’a pas de sens lorsque:
Ko*K;; — Ky, K3+ PnKyyj 1 Ky Ky -0 (32)
Ko*K,, — K,, K;3+ PnK,,| LulK;; K,,|

Si K, = K, = K;; = K,, =0, c’est-a dire si les conditions (25) et (32) sont remplies, les
expressions (16) et (17) prennent la forme

B lnily9) ] bl 8]
. 1 - Uli(\/s) V,[vll'QS] Uzi(\/s) Vr[vzi\/S]
0.(&5) = @4(s)

(02 2 K13 K14

1= 02 Ko*K,3 + (] — ) Ky Ko*Ky3 + (03 — 1)Ky,
Ky Ky,
Ko*K 3 + (v — )K,;, Ko*K,; + (v — DK,
+ @a9)| ¢rlvgi(y/9)&] orlvi(y/s) &1 (33)
v1i(y/5) Vilvyi /5] v,i(+/5) Vrl[v,in/s]
(ﬁ% -1 ¢r[U1i(\/S)f] (ﬁ -1 ¢r[U1i(\/S) é]_
Ko*D (&, s) = }( . 3.5 R WEYATENG v,i(/5) Vr[v,iy/s]
W =2 |1 Ko*K,4 + (13 — DK,, Ko*K,; + (02 — ) K,,
Ki3 Kia| -

Ko*K,; + (v} — DK, Ko*K;3 + (3 — DKy,

_ @] = D@rlnilys) & (0F — 1) ¢rlv,i(y/5) €]
+ 09 v4i(\/5) Vrlvyiy/s] v,i(\/8) Vr[v,i/s] (34)

On obtient par inversion Pexpression des distributions de la température relative et de la con-
centration relative de I’humidité

[(pl(O) {(F + 1) LuFo I:KO*KZ3 + <K0*Pn + 11—;)K24:|

0,(¢, Fo) = KT K4
13 14

K23 K24
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@© 2
1{r+1 2¢ {1, s -
- §<F_+_3 — §2> - Zl Z S3; %exp[—quuvao]} + (" + 1) Lu (Ko K3

1 1/r+1
: (K"*P” g S oitbo ~ FoFodrot =313 - ) ko

~[(pl(Fo — Fo*)dFo* — Z Z S3: 2¢(;{:f) jexp[—u,’fLuv,?Fo*] @ (Fo — Fo*)dFo*

1 1{r+1
- ¢2(O){(F + 1) LuFo |:K0*K13 + ( Ko*Pn + Tu >K14:| 2<1_ 3

ZZ 2014l exp[—,u,fLuvizFo]} '+ 1)Lu I:Ko*Km + (Ko*Pn + Ll >K14]

i )

6>K14

Fo

1/{r+1
Fo — * % * _ ' _ * *
+§(p2(o Fo*) Fo* dFo +2(———F+3 f)KMS(pZ(Fo Fo*)dFo
4]

Fo
z Z L 2?;;(:"6) S @;(Fo — Fo*)exp[ — u2Luv?Fo*] dFo* (35)

1/ +1
0,(¢, Fo) = - R ——
(&, Fo) K. K. (P1(0){(F + 1) LuFo[K,3 + PnK,,] 2<F T3 é) Kys

K23 K24

2
S D o ()it

=1

4 Fo

Fi
r+1
x S(pl(Fo — Fo*) Fo* dF * 4 3 (m £2> K;; S ¢{(Fo — Fo*)dFo*
2 )

2 ¥ 2
z Z % ‘f(;{r’(‘é; S @i(Fo — Fo*)exp <— %F&) dFo*

+ 9,00 {(r + 1) LuFo(Ky3 + PnK ) — 1(%% B )K” Z Z " 2¢;(:;é)
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Fo

2
X eXp <— %FO)} + (I + 1) LwK,; + PnK,,) S(pi(Fo — Fo*). Fo* dFo*
' [0}
Fo

r+1 ot
2<r+3 5>K13j"’2(F"—F0*)dFo ZZ fq;(:ﬂ

ta
X j @3(Fo — Fo*)exp <— v—gFo*> dFo*]J (36)

0

(_ i+1

1
Shi="5— 2 {Ko*K)3 + (07 — DK} (k=1,2) 37

Sk = 2( — {(v — K3 — PnK,,} (k=1,2) (38)
L&

et ol y, sont les racines de l’équation
Vilp) = 0 39

3. CONCLUSION

Comparant les conditions a la limite généralisées (5) avec les conditions étudiées en [3] on peut
facilement déterminer K, et obtenir immédiatement les solutions recherchées. Si Ko* = 0, ol
bien In = 0, en passant & la limite conformément a [3] on obtient tous les cas classiques de la
théorie de la conduction de la chaleur.
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APPENDIX
Dans [7], on a introduit les fonctions suivantes:
2 4 6

X X X
¢r(0) =1 T T DT AT A DT 13 24 6T+ DT )T 5T
~ (_1)nx2n
)" (T + 2n — DU
=0

M
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x3 x

X
TF1 M+ DC+d) 2 4rs DT +3aT +5

- (1+)nx2n+l
- z GonT+amyon 2

n=0

5

Vi(x) =

Le grand avantage de ces fonctions est précisément qu’elles permettent de résoudre en méme
temps les problémes de la plaque (I' = 0), du cylindre (I’ = 1) et de la spheére (I’ = 2). Pour I' = 0,
et 2 nous obtenons les series de fonctions généralement adoptées, qui définissent les fonctions
trigonomeétriques et celles de Bessel :

Po(x) =cosx;  Vyx)=sinx;  $(x) =T(x);  Vi(x) = f(x);

sin x sin x — X COS X
¢2(x) —3 Vy(x) = “—xz— 3
Nous voyons que:
doA{x)
) @
Admettons qu’il existe la formule:
dVH{x
P — g + 210 s

ou b est une constante qui n’est pas encore définie. Pour la définir, nous portons dans (5) les séries
(1) et (2). Aprés I’égalisation des coefficients nous obtenons b = —TI et la formule (5) prend son
aspect définitif

dV,(x)

= ¢r(x) — = Vr( X). (6)
A T’aide de (6), nous obtenons facilement les formules suivantes:
d
P [xVi{X)] = x¢pp(x) + (1 — T) VH{x) (7
d
i [X"VHx)] = xTdp(x) ®)
d [_VA_)] _ x¢e9) — (T + 1) V() o
dx [ x 1 x2 ’ ®)

Abstract—An analytical solution for temperature and humidity concentration distributions in an uni-
dimensional body (plate, cylinder or sphere) is presented for generalized boundary conditions.
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Zusammenfassung—Fiir die Temperatur- und Feuchtigkeitsverteilung in einem eindimensionalen kdrper
(Platte, Zylinder oder Kugel) wird eine Losung fiir verallgemeinerte Randbedingungen angegeben.

AnRoTanuA—IIpeacTaBIeH0 aHANMTHYECKOE pellleHMe PACIpeeseHIA TeMIIePaTyPhl, BIa-
HOCTH 1 KOHIIEHTPAIMU B OTHOMePHOM TeJle (IIIACTHHA, UINHAD Ui cdepa) IpH 0600meHHEIX
I'PAHMYHBIX YCIOBHMAX.



